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Liczby Stirlinga, zasada wlaczen i wylaczen, liczby Eu-
lera

Liczba harmoniczna H, dla ustalonego n € Ny jest zdefiniowana wzorem H, = Y% 1.

Multizbior X nad zbiorem U to rodzina {z, }.cv, gdzie z, € N dla kazdego v € U. Wtedy
rozmiar X to Y i, y. Jesli X ma rozmiar k to méwimy czasami, ze jest k-multizbiorem.
Dla ustalonych n, k € N, liczba k-multizbioréw nad zbiorem n-elementowym to

(-0

Liczba Stirlinga drugiego rodzaju {Z}, dla ustalonych n, k € N, to liczba podziatéw zbio-
ru n-elementowego na k niepustych (nierozroznialnych) podzbiorow. Zatem {8} =1, a
ponadto dla n, k € N mamy:

(i) {4} =0jeslin >0, v) {
(i) {0} =0 jesli k >0, v) {
(iii) {7} =1 jeslin >0, {0

%—2” L1 jedlin > 2,

" }— Jeshn 2,

n n—1 n—1] . ..
{k}:k{ i }—l—{k_l} jesli n, k> 0.

Liczba Stirlinga pierwszego rodzaju [Z], dla ustalonych n,k € N, to liczba permutacji
zbioru n-elementowego ztozonych z k cykli. Zatem [8} = 1, a ponadto dla n, £ € N mamy:

(vii)

(i) [0} =0 jeslin > 0, (iii)
(ii) m =0 jesli k >0, (iv)
) ["] =) jeslin > 2,

m :(n—1>[n;1} . {Z:ﬂ jesli n, k > 0.

Liczba Bella B(n), dla ustalonego n € N, to liczba relacji réwnowaznosci na zbiorze n-
elementowym.

J =(n—1)!jeslin >0,

(vi)

Dla kazdego n € N, mamy nastepujace tozsamosci:

B0 £l £

=0 =0
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Potegi kroczqce x% oraz x*, dla ustalonych € R i k € N, zadane sg przez

E=a(r—1)--(z —k+1),
F=z(x+1)-(x+k—1).

Na wyktadzie widzielismy, ze dla kazdego n € N zachodzi

T I M

k

LICZBY STIRLINGA

Zadanie 1. Wykaz, ze dla dowolnego n € N istnieje £ € Ny takie, ze

[g] < H coc [kﬁl] < [k] > [ku s H

Zadanie 2. Wykaz, ze dla dowolnych n, k € N zachodzi

n B 1 n ikl) (H)
{k + 1} (k+1)! O<io<§“<n (ik_l) (z‘k_Q i)

Postugujac sie ta tozsamoscia wylicz postaé¢ zwarta {g}

Zadanie 3. Dla ustalonych n,m, ¢ € N, postugujac sie interpretacja kombinatoryczna,
wykaz:

(0O =2 {00 o
e r ()= BTG 0
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Zadanie 4. Wykaz, ze dla dowolnego n € N zachodzi

{ngl]:n!-Hn:ii[ﬂ.

Zadanie 5. Na rozgrzewke, wykaz interpretacja kombinatoryczna, ze dla wszystkich

RnESITO!

Nastepnie, rowniez interpretacja kombinatoryczna wykaz zdecydowanie trudniejsza toz-
samos¢ (ktora jest uogolnieniem tozsamosci w zadaniu 4); dla kazdego n,m € N:

IS M RIE!

Zadanie 6. Wykorzystujac tozsamosé 2 = (—1)"(—x)" wykaz, ze dla kazdego n € N i
reR:
" = Z " (—1)"*a* oraz a™= Z " (—1)"Fah,
Lk o LR

Zadanie 7. Korzystajac z faktu, ze zbiory {z* : i € N} i {z’ : i € N} sg bazami przestrzeni
wielomianéw, wykaz ze dla wszystkich m,n € N:

S (i ot === [ {0 e

Zadanie 8. Niech n € N. Mowimy, ze permutacja o zbioru [n] jest alternujgca jesli dla
kazdej liczby parzystej i € [n], o(i —1) > (i) i 0(i) < o(i + 1) (o ile @ # n). Niech E,
bedzie liczba permutacji alternujacych [n|. Zatem Ey = E; = 1. Udowodnij, ze

u n
2B =) < k) EyEp.

k=0

ZASADA WEACZEN I WYLACZEN

Na przyktadzie zaprezentujemy dwie techniki, ktore sa przydatne przy kilku nastepnych
zadaniach.

Przyktad. Udowodnij, ze dla kazdego n,m € N z n > m zachodzi

L))
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Szkic rozwigzania 1. Planujemy skorzysta¢ z zasady wlaczen i wylgczen. Rozwazmy uni-
wersum U = ([”]) Niech A; = {X € U :i ¢ X} dla kazdego i € [n]|. Zauwazmy, ze n > m
implikuje U = [, Ai- Dla niepustego I C [n] rozwazmy (,c; A;. Taki zbior zawiera
wszystkie X € U takie, ze X N ] = (). Innymi stowy, mozemy wybiera¢ elementy jedynie

ze zbioru [n|\I. Czyli ’ﬂze ;A } = (v ‘) Korzystajac z zasady wlaczen i wytaczen mamy
( ) U| = U Al = Z ﬂA 1) = Z (n) (n_])(_l)j+1
J m
i€l j=1

i€[n] IC[n]
140

- B ()

Przygladajac sie wystarczajaco dtugo widzimy, ze jest to wymagana tozsamosc.
Szkic rozwigzania 2. Niech U = {(S,T) : S C T C [n], |S| = m}. Niech
E={(S,T) € U:|T| jest parzyste} i O ={(S,T) € U :|T| jest nieparzyste}.

Zauwazmy, ze wystarczy pokazaé¢, ze |E| = |O|. Niech (S,T) € U i niech x € [n] bedzie
najmniejszym elementem takim, ze x ¢ S. Niech

B / . TU{z} jeslizx ¢T,
F(8,T)) = (5,T), gdzie T —{T\{x} jesliz e T.

Latwo sprawdzié¢, ze f przeprowadza bijektywnie & w O.

Zadanie 9. Udowodnij, ze dla wszystkich n,m € Nz n > m:

S (1) () e =e

Zadanie 10. Udowodnij, ze dla wszystkich n,m € N:

S ()t ={n)

Zadanie 11. Udowodnij, ze dla kazdego n € N:
> (” ; k) (1) =41
k

Wskazowka: Rozwaz liczbe kolorowan zbioru [n] na czarny i bialy, takich, ze nie istnieje
t < n pokolorowane na bialo, gdzie ¢ + 1 jest pokolorowane na czarno.
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Zadanie 12. Korzystajac z interpretacji kombinatorycznej, udowodnij, ze dla wszystkich

n,méeNzn>m: .
Tl{ther s

Uwaga: ta tozsamos$é pojawita si¢ juz w zadaniu 7.

Wskazowka: Powiedzmy, ze mamy n osob, ktore sadzamy przy k okraglych stotach, a
potem rozdzielamy stoty do m sal. Osoby sa rozréznialne, a stoly i sale sg nierozréznialne.
Mozna pokazaé bijekcje miedzy konfiguracjami, gdzie k jest parzyste i nieparzyste. W tym
celu nalezy zlokalizowa¢ osobe z najnizszym numerem, ktora jest z kim$ w sali.

Zadanie 13. Udowodnij, ze dla kazdego n,m € Nz n > m:

g

k

LiczBYy BELLA
Zadanie 14. Wykaz, ze dla kazdego n € N:
n—1 n—1
Bn)=>_ ( Z, > B(i).
=0

Zadanie 15. Rozwaz nastepujaca procedure generujaca pewne liczby naturalne {a; ; }1<i<;-

(1) Clo,o = 1,
(i) @nt1,0= Gnn, dlan eN,
(ili) Gpi1 k41 = Qg + nprg, dlan,k € Nzn > k.

Wykaz, ze dla kazdego n € N mamy B(n) = a,,.
LiczBY EULERA

Liczba Fulera <Z>, dla ustalonych n, k € N, to liczba permutacji [n], ktore maja k wznie-
sien, to znaczy takich permutacji o, ze

Hien—1]:00() <o+ 1)} = k.
Zadanie 16. Niech n € Ny, k € Nin > k. Udowodnij, ze

<Z> - <n_2—1>'

Ponadto, udowodnij, ze
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Zadanie 17. Udowodnij, ze dla wszystkich n,m € N:
2 /n\ (m+k
=2 ) g
Zadanie 18. Podaj interpretacje kombinatoryczna tozsamosci (*).

Zadanie 19. Korzystajac z (x) wyprowadz wzoér na sume 12 + 22 + - -+ + N2 i na sume
13+ 23 + ... + N3 dla wszystkich N € N;j.

Zadanie 20. Udowodnij, ze dla wszystkich n,m € N:
n “(n+1 n
<m> zz( ' )(m—i—l—k) (—1)".
k=0

Zadanie 21. Oczywiscie m" zlicza wszystkie funkcje z [n] w [m]. Przypomnij sobie,
ze wszystkich suriekcji z [n] w [m] jest m!{"}. Okazuje sie, ze liczba Eulera moze by¢
przydatna rowniez przy zliczaniu suriekcji. Udowodnij interpretacja kombinatoryczna, ze
dla wszystkich n,m € Nz n > m:

ot =25
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Zadanie bonusowe do spisania (1,5 pkt)

Problem 1. Korzystajac z interpretacji kombinatorycznej, udowodnij ze dla wszystkich

n,méeNzn>m: .
IR

k=0

Uwaga: ta tozsamos$é pojawita sie juz w zadaniu 7.

Problem 2. Udowodnij, ze dla wszystkich n,m € N:

() =S

Problem 3. Udowodnij, ze dla wszystkich n,m € N:

=Sl (e

k=0

Kazdy problem jest wart 0,5 punktu. Przypominamy, ze rozwiazania spisane na kompu-
terze nalezy wysyla¢ na adres podany na stronie internetowej kursu. Termin: niedziela
17 marca 23:59.
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