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Funkcje tworzace 1

Dla wszystkich k,m € Ny i a, A € C\{0} mamy

A — n+m-—1\ . ..
(l—axk)m:nzz()A( m —1 )am .

Twierdzenie o rozwigzywaniu rekurencji jednorodnych. Zatézmy, ze dla ciaggu
zespolonego (a,,)>, istnieja d € Ny i ag, ..., o471 € C takie, ze dla kazdego n € N

n=0
d—1
Ap4d = E QiQp -
=0

Wtedy

nazywamy wielomianem charakterystycznym dla tej zaleznosci rekurencyjnej. Powiedzmy,

ze
q

Qz) = [[(x = A4

J=1

dla pewnych A\y,..., A\, € Cids,...,d, € Ny takich, ze d; + - - - + d, = d. Wtedy istnieja
state D;; € C takie, ze dla kazdego n € N mamy

q dj—1
Ay = E E Dj,inl/\?.

j=1 i=0

Aby dla konkretnego ciagu wyliczy¢ te stale nalezy utworzy¢ uktad rownan zadany przez
wyrazy poczatkowe.

Zwarty wzor lub zwarta postaé to taka, ktoéra nie zawiera znaku sumy lub produktu lub
wielokropka.

ZADANIA

Zadanie 1. Niech F' bedzie ciatem i A(x) € F[[z]]. Udowodnij, ze szereg formalny A(z)
jest odwracalny w F[[z]] wtedy i tylko wtedy, gdy A(0) # 0.

Uwaga: Pamietaj, ze A(0) jest zdefiniowane jako wspolczynnik przy 2 w szeregu for-
malnym A(z). Ponadto, pamietaj, ze szereg formalny A(z) jest odwracalny w F[[z]], gdy
istnieje B(z) € F[[z]] taki, ze A(z)B(z) = 1, gdzie 1 = > 7 [n = 0]z" € F[[z]] oraz
notacja [ - - | przyjmuje wartosci 1 i 0 rozumiane jako odpowiednio jedynka i zero ciala F'.
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Zadanie 2. Niech G(x) bedzie funkcja tworzaca ciagu {g, }nen. Jaki ciag generuje funkcja
G(z) + G(—x), a jaki funkcja G(x) — G(—x)? Zaaplikuj powyzsze, aby wyznaczy¢ zwarta
postaé funkcji tworzacej ciagu (F,)0% .

Zadanie 3. Znajdz zwarta postac¢ funkcji tworzacych nastepujacych ciagow.
(i) 0,0,0,0,—6,6,—6,6,—6,...;
1

0,0
(i) 1,2,1,4,1,8,1,16,1,32,.. ;
(i) 1,2,3,4,5,6,7,8,9,.. ;

Zadanie 4. Niech m € N. Znajdz zwarta postac funkcji tworzacych nastepujacych ciagow.

(1) (nz)nel\b (11) (ng)nEN’ <111) ((rTrLL))neN

Zadanie 5. Znajdz zwartg posta¢ funkcji tworzacych nastepujacych ciagéw. Uwaga: W
niektorych przypadkach moze zaj$é¢ potrzeba interpretacji funkeji tworzacej jako funkcji
rzeczywistej /zespolonej, aby uzyska¢ taka postac.

@) (21) enr (i) (551) e (i) (G)

Zadanie 6. Na wykladzie zaobserwowalismy nastepujacy fakt. Jesli A(z) jest funkcja
tworzaca ciagu (an)nen to = A(z) jest funkcja tworzaca dla sum czesciowych tego ciagu.
Przemys$l jeszcze raz dlaczego tak faktycznie jest. Nastepnie, korzystajac z powyzszej
obserwacji wyprowadz zwarte wzory (bez sum) na nastepujace wyrazenia dla wszystkich
n,m € N:

(1) Dkt B (i) >pot i, (i) 22k (=" (}).
Zadanie 7. Niech Dy =1 i niech D,, = Z?_ll D;D,_; dla kazego n € Ny. Korzystajac z

technik funkcji tworzacych wyraz D,, za pomoca liczb Catalana.
Zadanie 8. Znajdz funkcje tworzaca ciagu liczb Motzkina.

Zadanie 9. Wykorzystaj funkcje tworzaca liczb Motzkina, zeby udowodnié, ze M, jest
O(3m).

Zadanie 10. Dla kazdego n € N, przedstaw w postaci zwartej wyrazenie

Z F.F, &
k=0

Zadanie 11. Rozwiaz rownania rekurencyjne:

(i
(ii
(i

(iv

) agp =2, a1 = 3, Gpro = 3a, — 20511,
) apg = O, ay = 1, pi12 = 4(Zn+1 — 4an,
) ap =4, a1 =4, anpio = apy1 + 6ay,
) ag = 27 a1 = 27 Any2 = 2an+1 — Qn,
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(v) a
(vi)

a; =1, apy2 = 20541 — Qp,
Qo a1
(vii) ag =

0,
0, =1, ng2 = Any1 — ay,

1, a; = 5, [ ]_1, Ant3 = S(In+2 + 2an+1 — 2an.

Zadanie 12. Sformuluj i udowodnij twierdzenie o rozwiazywaniu rekurencji nie-
jednorodnych analogiczne do rozwigzywania rekurencji jednorodnych. To znaczy, zatoz,
ze dla ciagow zespolonych (a,,)5 1 (rn)22, istnieja d € Ny 1 ap,...,aq-1 € C takie, ze

dla kazdego n € N
d—1

Aptd = E QA + Ty
1=0

Ponadto, niech R(z) bedzie funkcja tworzaca dla (r,,)2 . Znajdz posta¢ funkcji tworzacej
ciagu (a,)>, 1 na jej podstawie znajdz wzor na a,,.

Zadanie 13. Rozwigz rownania rekurencyjne:

(1) ap = 17 Ap41 = 2an —+ 3,

(ll) aO:O’al:laan+2:an+1+an+1,

( ) aozl, alzl’ an+2:an+1+2an+(—1)n,
(iv)

iii
iv) ag=1, a1 =1, apso = aps1 + 6a, —n,
(V) ap =1, a1 =1, apy1 = 2a, + 4™

Zadanie 14. Niech uy = 1,u; =01 vy = 0,v; = 1. Zal6zmy, ze dla kazdego n € N mamy
Un42 = 2,Un—&—l +u, 1 Unt2 = Upt1 1 Up.
Wyznacz zwarty wzor na u,,.

Wskazowka: 7 rekurencji dostaniemy ukltad rownan z U(x) 1 V (z). Powinno nie by¢ trudno
go rozwigzad, a nastepnie wyrazi¢ obie te funkcje w terminach odpowiednio zdefiniowanej
prostrzej funkcji, ktéra da rozwiazanie.

Zadanie 15. Dla n € N ile jest trojek (i, 7, k) € Ny x Ny x N takich, ze i + 25 + 2k = n?
Rozwiaz zadanie wyznaczajac funkcje tworzaca odpowiedniego ciagu.

Zadanie 16. Korzystajac z funkcji tworzacych, dla kazdego n € N, wyznacz liczbe ciagdéw
dhugosci n nad alfabetem {a, b, ¢, d} takich, ze a nigdy nie jest przy b.

Zadanie 17. Korzystajac z funkcji tworzacych, dla kazdego n € N, wyznacz liczbe spo-
sobow na jakie mozemy wypetnié¢ prostokat n x 2 kawatkami typu:

il ] &;
iy | TL\
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Zadanie 18. Wykaz, ze

% [(1+\/§)"+ (1- \/5)"} ,

jest liczba catkowita dla kazdego n € Nj.

Zadanie 19. Wykaz, ze liczba

(6 + VI

ma co najmniej 999 zer na poczatku zapisu dziesietnego czesci utamkowe;j.
Zadanie 20. Wykaz, ze dla dowolnego n € N liczba
(V2-1)"

moze by¢ zapisana jako réznica pierwiastkow (drugiego stopnia) dwu kolejnych liczb na-
turalnych.
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Zadanie bonusowe do spisania

Niech n € N. Niech u,, bedzie liczba pokry¢ planszy 3 x n kostkami domina. Czyli ug =
1,u; = 0,uy = 3,u3 = 0,uy = 11 i tak dalej. Niech ¢, bedzie n-ta liczba trojkatna, czyli
tn, = n(n + 1)/2. Niech p,, bedzie n-tg liczba pieciokatna, czyli p, = n(3n —1)/2.

Problem 1. Udowodnij, ze dla kazdego n € N liczba t(,,, ,—1)/2 jest liczbg pigciokatna.

Dla a,b € Z, niech {an+ b}, = {an+b: n € N} (sa to ciagi arytmetyczne). Zbior ciggdow
arytmetycznych {{a;n + b;},, : i € [m]} jest doktadnym pokryciem kazda liczba naturalna
wystepuje w doktadnie jednym z nich.

Problem 2. Przedstaw dowod nastepujacego faktu opierajacy sie na funkcjach tworza-
cych. Jesli {{a;n + b;},, : i € [m]} jest dokladnym pokryciem to a,,—1 = ap,.

Kazdy problem jest wart 0,5 punkta. Przypominamy, ze rozwigzania spisane na kompu-
terze nalezy wysytaé¢ na adres podany na stronie internetowej kursu. Termin: niedziela 7
kwietnia 23:59.
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