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Kolokwium 1

Zadanie 1. Niech n € N. Przeksztal¢ do jak najprostszej postaci:

(i) (1 pkt) Xpoo(—5)"2(}),

(i) (1 pke) Tho(—3)["F].

(i) (1 pit) 252 ("1F) (-1) -
Zadanie 2. Niech n,k € Nj. Dany jest stot majacy n ponumerowanych miejsc oraz k
wielkanocnych zajacéw. Zajace chca zajac¢ miejsca przy stole, ale nie lubig sie nawzajem,
wiec miedzy kazdymi dwoma musza by¢ co najmniej dwa miejsca wolne. Na ile sposobow
zajace moga zajac¢ miejsca przy stole

(i) (1,5 pkt) jesli stol jest prostokatny i zajace siadaja tylko po jednej jego stronie?
(i) (1,5 pkt) jesli stot jest okragly?

Zadanie 3 (3 pkt). Dla danego ciagu liczb, segmentem nazywamy maksymalny na in-
kuzje podciag staly. Ile jest ciagéw binarnych dhugosci n € Ny bez segmentéw parzyste;j
dhugosci?

Zadanie 4 (4 pkt). Niech n € N; i & € N. Udowodnij, ze liczba permutacji ¢ zbioru
[n], ktore maja dokladnie k indekséw j takich, ze o(i) < o(j) dla kazdego i € [j — 1]
wynosi [}|.

Zadanie 5 (4 pkt). Dla kazdego n € N pokaz, ze

2n 2
2 2
e () -0
P k n
Zadanie 6 (4 pkt). Niech n € N. Rozwaz 2n punktéw ustawionych kolejno na osi liczbo-
wej. Para liczb (a, b) zawiera si¢ w parze (¢, d) jesli a < ¢ < d < b. Na ile sposobéw mozna

potaczy¢ te punkty w pary tak, aby zadna para nie zawierala sie w innej. Na rysunku
ponizej widzimy, ze wartosé¢ dla n = 3 to 5.
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Zadanie 7.

(i) (1 pkt) Oblicz 2025 mod 704.
(i) (1 pkt) Czy istnieje x € Z taki, ze 3z? — 122z = —1 mod 2777
(iii) (1 pkt) Znajdz wszystkie rozwiazania w liczbach catkowitych réwnania 103z — 77y = 1.

Zadanie 8 (4 pkt). Niech p bedzie liczba pierwsza i niech a,b,r,s € N beda takie, ze
b<a,0<s<r<p. Udowodnij, ze

ap—+r _ (a\ (T mod
bp+s)  \b)\s b
Zadanie 9.

(i) (2 pkt) Niech ag =0, a; = 0 i dla kazdego n € N niech
Gpyo = 6a,41 — 9a, + 3".

Wyznacz zwarty wzor na a,.
(ii) (1 pkt) Niech by =5 i dla kazdego n € N niech

n

bn+1 = Z(bk + 1) “bp—-

k=0

Wyznacz zwarty wzér na funkcje tworzaca ciagu (b,)22.

(iii) (1 pkt) Znajdz zwarta posta¢ funkcji tworzacej ciagu (2n1+1 (32))00_0.

Zadanie 10 (4 pkt). Dla kazdego n € N, oblicz

m

> oy Ie-n

m=1 ki+ko+--+km=n, k;>0 i=1

Zadanie 11. Niech n € N;. Udowodnij, ze
(i) (2 pkt) p(n | kazdy sktadnik pomiedzy 1 a najwiekszym wystepuje)
= p(n | sktadniki parami r6zne),
(ii) (2 pkt) p(n | sktadnik i wystepuje mniej niz i razy)
= p(n | zaden sktadnik nie jest kwadratem liczby caltkowitej).

Powodzenia.
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