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Kolokwium I1I

Zadanie 1 (3 pkt). Niech n,k € Ny, n > 2k i niech F bedzie rodzina co najwyzej k
elementowych podzbior6w zbioru [n] taka, ze dla dowolnych A, B € F mamy AN B # ()
i AZ B. Udowodnij, ze |F| < (}7}).

Zadanie 2 (3 pkt). Niech x; + 29 = x3 bedzie réwnaniem czerwonym, a x; + x5 +
x3 = x4 bedzie rownaniem niebieskim. Wykaz, ze istnieje N € N takie, ze dla dowolnego
kolorowania elementéw zbioru [N] na czerwono i niebiesko istnieje czerwone rozwiazanie
rownania czerwonego lub niebieskie rozwigzanie réwnania niebieskiego.

Zadanie 3 (3 pkt). Wykaz, ze dla kazdego s € N istnieje t € N takie, ze dla kazde-
go grafu G, jedli G zawiera K,; jako podgraf, to G zawiera K, lub K, jako podgraf
indukowany.

Zadanie 4 (3 pkt). Niech G bedzie grafem dwudzielnym i niech V(G) = AU B bedzie
podziatem wierzchotkéw $wiadczacym dwudzielnosé. Mowimy, ze skojarzenie M w grafie
G pokrywa zbiér X C V(G), jesli kazdy wierzchotek w X jest koficem pewnej krawedzi w
M. Niech X C AiY C B. Niech M bedzie skojarzeniem w G pokrywajacym X i niech
N bedzie skojarzeniem w G pokrywajacym Y. Udowodnij, ze istnieje skojarzenie w G,
ktore pokrywa X UY.

Zadanie 5 (3 pkt). Niech m,n € Ny. Rozwaz dwa podziaty zbioru [mn] na m zbioréw
Ay,... A, oraz By, ..., B, gdzie kazdy element podzialéow jest n-elementowy. Wykaz,
ze istnieje permutacja o : [m] — [m] taka, ze Ay;) N B; # 0 dla kazdego i € [m].

Zadanie 6 (3 pkt). Dla grafu H, przez ¢(H) oznaczamy liczbe spéjnych sktadowych H.
Niech G bedzie grafem i niech S bedzie niepustym podzbiorem wierzchotkéw G. Wykaz,
ze jesli ¢(G — S) > |5], to G nie ma cyklu Hamiltona.

Zadanie 7 (3 pkt). Cykl w grafie nazywamy najdiuzszym, jesli graf nie zawiera dtuz-
szych cykli. Wykaz, ze w dowolnym 2-spojnym grafie kazde dwa najdtuzsze cykle maja
co najmniej dwa wspoélne wierzchotki.

Zadanie 8 (3 pkt). Udowodnij, ze graf G jest kografem wtedy i tylko wtedy, gdy dopel-
nienie dowolnego spojnego podgrafu indukowanego GG na co najmniej dwdch wierzchotkach
nie jest spojne.

Zadanie 9 (3 pkt). Udowodnij, ze kazdy graf G zawiera podgraf H taki, ze 6(H) >
x(G) — 1.

Zadanie 10 (3 pkt). Niech n € Nj i niech G bedzie n-wierzchotkowym grafem. Wykaz,
ze G zawiera co najwyzej n/2025 wierzchotkéw stopnia co najmniej 4050(col(G) — 1).

Zadanie 11 (3 pkt). Rozwazmy rodzine graféw, ktérych wierzchotkami sa szesciany w
tréjwymiarowej przestrzeni, ktorych krawedzie sa rownoleglte do osi uktadu wspoéirzed-
nych. Dwa sze$ciany taczy krawedz, jesli sie niepusto przecinaja (rozwazamy wypetnione
szesciany). Udowodnij, ze istnieje funkcja f : N — N taka, ze dla kazdego grafu G z
rozwazanej rodziny mamy x(G) < f(w(G)).
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Zadanie 12 (3 pkt). Rozwaz graf, ktérego wierzchotkami sa pola klasycznej szachow-
nicy 8 x 8. Dwa pola sa potaczone krawedzia, jesli mozna wykonac legalny ruch skoczka
pomiedzy tymi polami. Czy ten graf jest planarny?
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Zadanie 13 (4 pkt). Dla n € N, niech G, bedzie grafem na zbiorze wierzchotkow
[n] x [n] takim, ze (i,7) i (k,{) sa potaczone krawedziami, gdy: (|i — k| =117 = ¢) lub
(li—¢=11ii=k)lub (i = |n/2], k= |n/2] +11i|j— ¥ = 1). Innymi stowy, jest to
krata z dodanymi "krzyzykami” w $rodkowym rzedzie. Na rysunku ponizej mamy Gyo.
Czy istnieje n € Ny takie, ze Kygo5 jest minorem G,,?

Powodzenia.
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