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Zadanie 1 (3 pkt). Niech n € Nj. Ile jest $ciezek Motzkina bez sekwencji 1, —1 (bez
szezytow) takich, ze taczna liczba wystapien 01 1 jest rowna n? Dla n = 3 mamy 5 takich
sciezek, ktérych wizualizacje mozna zobaczy¢ na rysunku na odwrocie.

Zadanie 2 (3 pkt). ZnajdZ wzér zwarty na funkcje tworzaca ciagu zdefiniowanego dla
kazdego n € N jako

n+1
ay = <Z(—1)’“+1Fk> — 1.
k=0

Wywnioskuj zwarty wzor na a,,.
Zadanie 3. Niech n € N i k € [n]. Przez 2I" rozumiemy zbiér wszystkich podzbioréw
[n]. Definiujemy:

b= [{(S1,.., k) € (2")F [ 51 C Sy C - C Si},

ce = [{(S1,...,S) € (2")* | dla kazdego i,7 € [k], jesli i # j to S; N .S; = 0},

dy = [{(S1,-..,SK) € @) | Sin Sz n--- NSy = 0}

€
€

(i) (1 pkt) Udowodnij, ze by = cx.
(ii) (1 pkt) Oblicz by.
(iii) (1 pkt) Oblicz dj.

Zadanie 4. Niech n € N;. Udowodnij, ze
(i) (2 pkt) p(n | nie wystepuja dwie sasiednie liczby jako sktadniki i sktadniki sa wieksze niz 1)
= p(n | zaden sktadnik nie wystepuje doktadnie raz),
(ii) (2 pkt) p(n | sktadniki podzielne przez 8 wystepuja zero razy lub raz)
= p(n | kazdy sktadnik wystepuje co najwyzej 15 razy).

Zadanie 5 (4 pkt). Marsjanskie ciagi DNA sktadaja sie z pieciu réznych zasad azoto-
wych: A, C, T i G (jak na Ziemi), oraz specjalnej dodatkowej zasady M (marsynina). Z
najnowszych badan wynika, ze zasady moga formowaé dowolne ciggi poza sekwencjami
TG, TM, MG i MM. Dla kazdego n € N niech m,, bedzie liczba r6znych dopuszczalnych se-
kwencji marsjanskiego DNA dtugosci n. Na przyktad, mg =1, m; =5imy =25—4 = 21.
Wyznacz funkcje tworzaca ciagu (m,)5,.

Pytanie bonusowe: (warte jeden dodatkowy punkt niewliczany do maksimum) Podaj]
jak najprostszy mozliwy wzér na m,, korzystajacy ze znanych wartosci. Podajac wartos¢,
mozna uzy¢ co najwyzej pieciu znakow.

Zadanie 6 (3 pkt). Niech n,k € Nj i niech F C ([Z}) bedzie rodzing takich zbioréw,
ze dla wszystkich parami réznych A, B,C € F mamy AN B ¢ C. Udowodnij, ze |F| <

L+ (4l
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