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Kolokwium IT (Cze$¢ 1)

Zadanie 1 (3 pkt). Niech p bedzie liczba pierwsza taka, ze p = 1 mod 4. Wyznacz

warto$é¢ sumy
p—1

()

Zadanie 2 (3 pkt). Dlan € N, n-wierzchotkowy turniej to zorientowany graf K,,. Turniej
jest acykliczny, jesli nie zawiera cyklu skierowanego. Udowodnij, ze dla kazdego n € N;
istnieje N € N takie, ze kazdy N-wierzchotkowy turniej, ktérego krawedzie pokolorowane
sa dwoma kolorami (niebieskim i czerwonym) zawiera acykliczny n-wierzchotkowy turniej
majacy wszystkie krawedzie tego samego koloru.

Zadanie 3 (3 pkt). Méwimy, ze kolorowanie ¢ wierzchotkéw grafu G jest wilasciwe, jesli
dla wszystkich uv € E(G) mamy ¢(u) # ¢(v). Méwimy, ze kolorowanie ¢ wierzchotkow
grafu G jest dobre, jesli jest wlasciwe i dodatkowo, dla kazdego wierzchotka v € V(G)
istnieje kolor wystepujacy doktadnie raz w jego sasiedztwie, innymi stowy istnieje u €
Ne(v) taki, ze dla kazdego w € Ng(v)\{u} mamy p(u) # p(w). Udowodnij, ze kazdy graf
bez wierzchotkéw izolowanych ma dobre kolorowanie uzywajace co najwyzej 2A(G) + 1
kolorow.

Zadanie 4 (3 pkt). Dla kazdego n € Ny, trégjwymiarowq kratq rzedu n nazywamy graf H,
na zbiorze wierzchotkéw [n]? taki, ze (i, j, k) i (i', j', k') sasiaduja, jeéli maja doktadnie dwie
wspoétrzedne identyczne, a pozostata wspotrzedna rézni sie o 1. Graf Hs przedstawiamy
na rysunku na odwrocie. Czy istnieje n € Ny takie, ze Kapg jest minorem H,,?

Zadanie 5 (4 pkt). Niech k£ € N. Mowimy, ze graf jest k-planarny, jesli da sie go nary-
sowac na ptaszczyznie tak, aby kazda krawedz przecinata co najwyzej k innych krawedzi.
(Pamietaj, ze krawedzie na rysunku sa reprezentowane przez krzywe bez koncow.) Mo-
wimy, ze graf jest Srednio-k-planarny, jesli da sie go narysowaé na plaszczyznie tak, ze
istnieje funkcja f przypisujaca kazdemu przecieciu dwoch krawedzi jedng z tych krawedzi
taka, ze kazda krawedz zostala przypisana co najwyzej k razy. Udowodnij, ze kazdy graf
2k-planarny jest srednio-k-planarny.

Zadanie 6 (4 pkt). Niech G bedzie grafem, i niech T', Sy, Sy 1 S3 beda podzbiorami V (G)
takimi, ze S, Se i S3 sa parami rozlaczne oraz G[S;] jest spéjnym grafem dla kazdego
i € [3]. Niech Py, P, i P3 beda parami roztaczne $ciezkami w G takimi, ze P; jest S;i-T
Sciezka dla kazdego i € [3]. Niech 7y, 75 i r3 beda wierzchotkami G takimi, ze r; € S; dla
kazdego i € [3]. Udowodnij, ze istnieja dwie roztaczne {ry,ry, r3}-T $ciezki w G.
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