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Kolokwium IT (Cze$é 2)

Zadanie 1. Graf jest zewnetrznie planarny, jezeli ma zanurzenie planarne, w ktorym
wszystkie wierzchotki sg zawarte w $cianie zewnetrznej.

(i) (1 pkt) Udowodnij, ze kazdy graf zewnetrznie planarny na n € N, wierzchotkach
ma co najwyzej 2n — 3 krawedzie.

(i) (2 pkt) Udowodnij, ze kazdy graf zewnetrznie planarny mozna pokolorowaé¢ wlasci-
wie trzema kolorami. (Nie wolno korzysta¢ z twierdzenia o czterech kolorach.)

Zadanie 2. Dla grafu G, v(G) oznacza rozmiar najwiekszego skojarzenia w G, ve(G)
oznacza rozmiar najmniejszego pokrycia wierzchotkowego G, w(G) jest liczba klikowa G,
X(G) jest liczba chromatyczng G i G jest dopelnieniem G.

(i) (1,5 pkt) Dla kazdego grafu dwudzielnego G wyprowadz zaleznos¢ miedzy v(G) i
X(G).
(ii) (1,5 pkt) Dla kazdego grafu dwudzielnego G wyprowadz zalezno$¢ miedzy ve(G) i
w(@G).
(iii) (0,5 pkt) Skorzystaj z powyzszych, aby udowodnié, ze klasa dopetnier graféw dwu-
dzielnych jest doskonata.

Zadanie 3. Dla kazdego n € Ny, niech 7(n) bedzie liczba dzielnikéw n. Niech 771 bedzie
odwrotnoscia 7 wzgledem splotu Dirichleta.

(i) (1,5 pkt) Wyznacz zwarty wzoér na 7.

(i) (1,5 pkt) Dla kazdego n € N; wyznacz zwarty wzér na 7~ 1(n).

Zadanie 4 (3 pkt). Niech G bedzie grafem na n € N3 wierzchotkach takim, ze dla
dowolnych niesasiednich u,v € V(G) zachodzi deg(u) + degs(v) > n+ 1. Udowodnij, ze
dla kazdej krawedzi e € F(G) istnieje cykl Hamiltona zawierajacy e.

Zadanie 5 (3 pkt). Przekrdj grafu G to para (S,T), gdzie S,T C V(G), SNT =0 i
SUT = V(G). Dla przekroju (S,T') grafu G, przez E(S,T) oznaczamy zbior krawedzi
G z jednym koncem w S i drugim w 7. Dla pary wierzchotkéw x,y € V(G), przekréj
(X,Y) jest minimalnym (x,y)-przekrojem w G jesli x € X, y € Y i (X,Y) minimalizuje
warto$¢ |E(X,Y)| sposrod wszystkich takich przekrojow. Niech G bedzie grafem i niech
s,t € V(G). Ustalmy minimalny (s, t)-przekr6j (S, 7). Udowodnij, ze dla kazdego z,y € S
istnieje minimalny (z,y)-przekroj (X,Y) taki, ze X C Slub Y C S.

Zadanie 6. Dla podzbioru liczb naturalnych I, I-podpodziat grafu H to kazdy graf uzy-
skany z H poprzez podmiane kazdej krawedzi na sciezke o dtugosci bedacej pewna liczba
z I. Dodane Sciezki nazywamy sciezkami podpodziatu. Na rysunku na odwrocie przedsta-
wiamy {1, 3,4}-podpodziat grafu K.
(i) (1 pkt) Udowodnij, ze dla kazdego n € N istnieje N € N takie, ze dla kazdego grafu
G, jesli G ma [100]-podpodzial Ky jako podgraf, to G ma {a}-podpodziat K, jako
podgraf dla pewnego a € [100].
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(ii) (0,5 pkt) Udowodnij, ze dla kazdego n € N istnieje N € N takie, ze dla kazdego
grafu G, jedli G ma [100]-podpodzial Ky jako podgraf, to G ma {a}-podpodzial
K, jako podgraf dla pewnego a € [100] taki, ze kazda $ciezka podpodziatu jest
indukowana w G.

(iii) (3 pkt) Udowodnij, ze dla kazdego n € N istnieje N € N takie, ze dla kazdego grafu
G, jesli G ma [100]-podpodzial Ky jako podgraf, to G ma {a}-podpodziat K, jako
podgraf indukowany dla pewnego a € [100] lub G ma Kg9100 jako podgraf.

Powodzenia.
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